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[nleiding

de literatuur blijkt de laatste Jaren een sterk toegenomen belang—i
lling voor Padé-approximaties, die hoofdzakelijk toegeschreven moet
len aan de opkomst van de numerieke wiskunde en de toepassingen in
:heoretische natuurkunde. In deze scriptie zullen we ons hoofdzake-
¢ bezighouden met de Padé-approximaties van de exponentifle functie,
» verder aangegeven met E(m,n;z), een quotiént van twee polynomen
'bij m en n de graad van de noemer resp. teller zijn. We zullen hier
.b. aandacht besteden aan de convergentie in het complexe vlak.
ireerst geven we eenkorte samenvatting van reeds bekende feiten om-
1t Padé-approximaties en Padé-tafels die van belang zijn‘koor~6ns
lere onderzoek. Voor uitvoerige beschouwingen hierover leze men
Vervolgens leiden we in $§2 een analytische uitdrukking af voor
n3;z) en laten we een aantal grafieken zien, waaruit blijkt dat de
n3;z) de exponentidle functie veel beter benaderen dan de partieel-
len van de Taylor-ontwikkeling. Deze grafieken zijn door de X8-
‘ter van het Mathematisch Centrum getekend.
' de gevallen m < constante en n willekeurig, n < constante en m
ekeurig en m < n bewijzen we dat de E(m,n;z) uniform naar e? con-
.eren in het gebied |zl < Rmet 0 < R < =, Het eerste leiden we
et af uit het verschil van e® en de in §2 gevonden analytische
'stelling van E(m,n;z) en het tweede bewijzen we m.b.v. bekende be-
kingen voor de confluente hypergeometrische functies. Convergentie
et geval m < n bewijzen we door aan te tonen dat eZ en E(m,n;z)
oen aan de voorwaarden van de stelling van Beardon. (Voor de
ulering zie pag. 14 van deze scriptie; voor het bewijs zie [2]).
is duidelijk dat eerst de ligging van de polen van E(m,n;z) onder-
t dient te worden voor we convergentie kunnen bewijzen. Van Rossum
t bewezen (zie [3]) dat de polen van E(m,n;z) naar oneindig gaan
m vast en n naar oneindig,
mener bewijzen we in §3 dat de polen van E(m,n;z) naar oneindig
als m+n naar oneindig gaat. Speciaal wordt nog voor het verschil
en e en de diagonaalelementen E(n,n3z) een asymptotische benade-

gegeven voor n naar oneindig waaruit de bijzonder snelle convergentie
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.ijk blijkt. Tegenwoordig worden de E(m,n;z) veel gebruikt als

.iteitsfuncties R(z) bij het numeriek oplossen van differentiaal-

.ijkingen m.b.v. Runge-Kutta-methoden. (Voor literatuur hierover

verwezen naar de nog te verschijnen M.C.-syllabus : Colloquium

: differentiaalvergelijkingen en toepassingen in de biomathemati-

Zij hebben een veel groter stabiliteitsgebied S (S = {z| |R(z)| <

v. de partieelsommen van de Taylorreeks. Voor de diagonaal-ele-

. E(n,n3z) geldt zelfs dat S het hele linkerhalfvlak is. Om dit te

.en moet aangetoond worden dat de polen van E(n,n;z) in het

'rhalfvlak liggen, wat door Van de Riet al in 1962 bewezen is.

51). In §4 bewijzen we dit op een eenvoudiger manier.

reede toepassing van de Padé-approximaties van de exponentifle

. behandelen we in §5 een probleem gesteld door Van de Riet.

| zocht Van de Riet naar een rij functies fn(t) die de in de

'onica veel voorkomende blokfunctie f(t) = [1 0 < t < 1 benadere
0 t > 1

or benaderde hij de Laplace getransformeerde F(s) = % (1 -¢e %)

t) m.b.v. de E(n,n3;-s). Hij verkreeg daardoor een rij functies

= % (1 - E(n,n3;-s)) en stelde fn(t) = L_1[Fn(s)]. Voor t > 1

. we hier bewijzen dat lim fn(t) = f(t). Een analoog resultaat

. n->e
<t £ 1 1s tot nu toe niet gevonden.




De Padé-tafel

1) zij F(z) = ) ckzk een machtreeks met c $ 0.

k=0
Un n(Z)
2) Laat V—A—TET (m,n € N) een rationale functie zijn, waarvoor geldt:
m,n
1°. U (z) is een polynoom met gr(U_ ) < n. Met gr(P) wordt
m,n m,n’ —
de graad van het polynoom P(z) bedoeld.
o .
2", Vm,n(z) is een polynoom met gr(Vm’n) < m.
o) _ m+n+1
3. F(z).Vm’n(z) - Um’n(z) = (z ).
.+n+1) is een element uit de klasse van machtreeksen 2 akzk met
-, . - 0
= a1 = ..y 0

r elke m en n bestaat er op zijn minst &&n rationale functie van de

m (1.2), die aan 10, 20 en 3o voldoet, want neem b.v.
U (2)=oa. +a,2+ ... + 0z
m,n 0 1 n"
m
= + + ... + .
Vm,n(z) BO 812 BmZ

r deze polynomen in (1.2.3°) te substitueren en F(z) te vervangen
(o]
r Z ckzk ontstaan door vergelijking van coé&ffici&nten van dezelfde

htgn van z de volgende twee stelsels lineaire vergelijkingen:

1
8o = %>
3) 1By * cofy = %
+ ... + = .
Y CnBO * cn—181 cn—mBm oLn
/
+ P =
Cn+160 Cn81 * Cn—m+1Bm 0,
DI
+ -
cn+mBO Cn+m—181 et Can 0.
N

c. = 0 voor 1 < 0.
i




L

ymogene stelsel (1.4) bestaat uit m vergelijkingen met de (m+1)
:nden 80’61""’Bm' Het is dus duidelijk dat een niet-triviale
sing (met alle B, = 0) voor (1.4) gevonden kan worden, waarmee
> a, uit (1.3) bepalen kan.

deze wijze gevonden rationale functie (1.2) is uniek, want zij

een tweede oplossing die aan (1.3) en (1.4) voldoet, dan geldt:

Flz) .V, (2) - U (2) = Gt

F(z) . v(z) - U%(z) = (%1,

\lerult elimineren levert

0 0] m+n+1
V(z) Um,n(z) - Vm,n(z) .U (z) (z )
:chterlid is een machtreeks van de vorm dozm+n+1 + d12m+n+2 + ...,

nkerlid is een polynoom waarvan de graad < m+n is. Er moet dan

Le

VO(Z) Um’n(Z) - Vm’n(z) . Uo(z) = 0 <=>
an(Z) _ 10(2) ‘
Vm,n(z) Vo(z)

tionale functie, die voldoet aan (1.2) is dus op een multiplicatie
nte na éénduidig bepaald.

P (z) U (z)
Laat —=2%— de irreducibele vorm van —E*ET—T zijn met Pm (0) =

Q‘m,n(z) Vm,n z »11

P (z)
Q _(0) = 1. De rationale functie R(m,n3z) = Ll yeet de

'm,n Qm’n(z)

(m,n) -~ Padé - approximant van F(z).




kunnen nu schrijven:

Um,n(z) = Pm,n(z) 2t (go + gzt .. +grzr ) s
Vo (z2)=Q (z).z". (g +g.z+ + gz ),
m,n m,n 0 1 r
&, #03r, A € N.
ubstitueerd in (1.2.3°) levert:
(F(z) Qm’n(Z) - Pm,n(Z)) 2 (gy + g2 + + grzr) =
= ( m+n+‘])
daar g, # 0 volgt:
(F(z) @ (2) = B (2)) . 2" = (™)
alles kunnen we nu samenvatten in de volgende stelling:
lling 1.1. Voor iedere machtreeks co t gzt c222 + ... (co # 0) en

r ieder paar (m,n) m,n € N bestaat er &&n en slechts &én irreducibele
ionale functie R(m,niz) zodanig dat Qm,n(o) =1, Pm,n(o) = cg en er
zen X € N waarvoor z Pm n(z) hoogstens van de graad n, z Qm n(z)

? b
zstens van de graad m is en zA(F(z).Q (z) =P (z)) =

m,n m,n

m+n+1
A

).

1eer we nu voor alle m,n € N R(m,n;z) van F(z) bepalen verkrijgen

le Padé-tafel van F(z):




n
1 0 1 2 3 N
| Po,o(z) Pon(z) P , (z)
o,o(z) Q‘O,T(Z) ’ (z) )
P1,0(Z) 1,1(2) 1’2(2)
1,0(2 1’1(Z) Q1,2(Z)
| PQ’O(Z) P2,1(Z) 2,2(2)
2,0(2) Q2’1(z) QQ’Q(Z)

adé-approximant R(m,n;z) staat in het veld [m,n] van de Padé-tafel.
oemen het veld [m,n] normaal als de bijbehorende R(m,n;z) niet in

ander veld voorkomt.

) R(m,n3;z) zelf heet dan ook normaal.
gebruik te maken van stelling 1.1. is het eenvoudig om de volgende

ling te bewijzen. (zie [11]).

ling 1.2. De velden van de Padé-tafel van de machtreeks F(z), die
P(z)

1fde irreducibele Padé-approximant a(z) bevatten, vormen een
kant.

(z) van de graad p, Q(z) van de graad q en begint de machtreeks

+q+ ..
F(z).Q(z) - P(z) met de term aozp qtr+ dan moet r > 0 zijn en

r, = 0,1,2,..,r.

b het vierkant de (r+1)° velden [q+r1,p+r2] met r, r,

lirect gevolg van stelling 1.2. is:

ling 1.3. In de bij de machtreeks F(z) behorende Padé-tafel is

q,P

5.d. normaal als P (z) en Q@ (z
a,p q,pP

jn en wanneer de machtreeks van F(z).Q _(z) - P _(z) precies
P+q_+1 q’p Q.ap

creducibele Padé-approximant P (z)/Qq p(z) van het veld [q,p]
b
)

precies van de graad p resp.

ie term z begint.




nneer men op de é&n of andere

hETET gevonden heeft, is het h

2 en 1.3 na te gaan of deze ir
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dé-approximaties van e?

ethode om deze approximaties analytisch te berekenen is de volgend

zij F(t) = t%(1-t)",

1 . (m+n)
JO % B(t) at = o {Fi1) _ Fzé1) b (o) Fzm+n(|)}
(m+n)
F(0) F'(0) F 0)
- B B0,y gy B (0]
Z Z
r- en rechterlid vermenigvuldigen met (-1)%"% L eft
ez{F(m+n)(1) _ F(m+n—1)(1) 2 b+ ( 1)m+n F(1) m+n}
(m+n) (m+n-1) m+n m+n
- {F (0) - F (0).z +...+ (=1) F(0) =
1
N
1) volgt:
F(0) = F'(0) = = rlm=1) () = 0, F®(g) {0
F(1) = F'(1) = = 721y - 0, F®(q) + 0, zodat
7
Zplmtn) gy _plmra=1) 0y F(0) (1)

(m+n)(

- {F 0) - F(m+n'1)(o) z +...+ (=12 F(m)(o) 2"} =

= ( m+n. m+n+1 J zt
= (-1) z e
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machtreeksontwikkeling van het rechterlid van (2.2) begint met
n+1
mule (2.2) voldoet dan aan de eisen 1,2 en 3 van (1.2) zodat

) - F(m+n-1)(

o

Um n
2 -—

m,n F

N

B
+
=]

) - F(m+n—1)(

na enig rekenwerk overgaat in

L) U n2) - (m#n)! + (wrn-1)1(3) 2z +...% m!(z) 2" .
m,n(z) (m+n)! - (m+n—1)!(?) z +...(=1)%! (i) o

(1.7) en (2.4) volgt dat de Padé-tafel voor e? normaal is, want

ers moet minstens é&&nmaal gelden:

(z) (z)

m,n _ Um+‘l, n+1
(z) ~ v (z)

m,n m+l, n+1

gepast op (2.4) levert dit

+n+ +
(—1)m+1(n+1)! m! 8 L a nrm

. . woans s n+m+1
raan 1s noolit voldaan omdat de coefficiénten van z

elijk zijn.
nule (2.4) is irreducibel en

(z) P (z)

U
m,n _ “m,n
z) °

m’n(Z) ’n(

ler en noemer van (2.4) delen door (m+n)! geeft:

2
_ n n(n-1) z
= + —
) Pm,n(z) 1 mtn 2t (m+n)(m+n-1) n! T
n(n=-1)...2.1 Eﬁ _ . )
T (wm).. . (mt1) ot Fq{-ni-mmnsz).

120 vindt men Qm,n(z) = 1F1(—m,—m—n,—z).
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staan een aantal grafieken van E(m,n;z) met m+n = L.
guur zijn e” en &én van zijn approximanten E(m,nj;z) ge
‘ect te zien dat de Padé-approximanten een veel betere

z .
n ven e dan de partieelsom van de Taylorreeks

j=o 9t

winy ‘llllllll'lllll'lll'lll

llllllllllllll'll'IIT'I‘VI1|I[III'II|II

=
el
-
=
b




-

1 1 1
E(2,2;5z)
T ) T
1 1 1
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>len en convergentie van E(m,n;z).

1 te gaan hoe de polen van E(m,n;z) zich gedragen als m+n naar
1dig gaat, moet men het gedrag van de nulpunten van

) = 1F1 (-m3;-m-n3;-z) onderzoeken voor m+n naar oneindig.

:al stapsgewijs gebeuren in de lemma's 1, 2 en 3, waarna stelling

eenvoudig te bewijzen is.

v 3.1. Voor alle R met 0 < R < » bestaat er een natuurlijk getal

AO(R) zodat de nulpunten van 1F1 (-m3;-m3;-z) voor m > MO liggen in
" R,

’ m k Zk
s: ,F, (-mj-m;-2z) = Z (=1)" ==TF (z2).
=" 171 k! m
k=0
ten dat de functieri {Fm(z)}:=1 puntsgewijs naar e 2 convergeert.
oudt in als € een willekeurig klein positief getal is, dan be-
er voor alle Rmet O < R < = een m0 = mO (R,e) zodat als
Renm> mo er geldt:
-z
IFm(z) —e Y <e s ().
nu € = %e_R en stel er bestaat een z_met |z .| <RenF (z.) =0
‘ 0 0 m, 0
= P, ' s -
m, >m_ =m (R, e ). Uit |z.| < R volgt |e OI > e R.....(2).
1 0 0 0 -
-z -z
-R
1) volgt: |F_ (z.) - e OI = |e 0| < de T .....(3).

n (3) leiden tot een tegenspraak, dus Fm (z

> m (R, 3¢77) = M 1

o
3.2. Als de nulpunten van 1Fi(-m;—m—n;— %) liggen in de cirkel
p, dan bevinden zich de nulpunten van 1F1(-m+1;—m—n;—'%) daar

n.

. R .. o 1 .
Het is duidelijk dat de nulpunten van Z".F.(-mj-m-n;- ;) liggen

st 11
| <

P.




(s oLy = m_m 20 + —olm=1) 202
R A et B e T (m+n)(m+n-1) 2!
m-1 m{m-1)...2 z (-1)"
SEEEA S G DA ovney DU =) i e sl ey ey pevry S
d . m . o lg_ o om-1 m(m-1) 22
-d; {Z ,]F.l(-ms—m—n’- Z)}— mz - (m+n) ot +
m(m-1)(m-2) zm—3 me1 m _
* (m+n)(m+n-1) Tt (-1) (m+n)...(n+2) ~
=m zm_1-F»(—m+1'—m—n'- l)
-] '] b b Z .

* gebruik te maken van de stelling: Een cirkel-.die de nulpunten var

polynoom f(z) omsluit, omsluit ook de nulpunten van de afgeleide

:) (Zie Marden: The geometry of zeros, pag. 15) volgt dat de nul-

.en van zm-1]F](-m+1;-m—n;— %) in |z| < p liggen en dus ook de

munten van ]F1(—m+1;-m-n;_ %Q,

1a_3.3. Voor alle R met 0 < R < » bestaat er een natuurlijk getal

: MO(R) zodat de nulpunten van 1F1(—m+,j;—m;—z) liggen in |z| > R

‘m > Mo en j = 0,1,...,m.

Js: Uit lemma 3.1. volgt dat voor alle R met 0 < R < = er een

: MO(R) bestaat, zodat de nulpunten van 1F1(—m;—m;- %) in |z| < %
;en als m > MO.

emma 3.2. toepassen: de nulpunten van FT(-m+1;—m;- %) liggen ook
z| < %-en dus liggen de nulpunten van 1F1(-m+1;—m;—z) in |z| > R

: M. .
m > Mg

* dit proces te herhalen volgt lemma 3.3.

rking? 1FT(—m+j;—m;-z) = 1FT(—(m—j);—(m—j)-j;—z) is de noemer van

J»dsz), die 1ligt op de diagonaal i+j = m (i graad noemer).

ling 3.1. De polen van E(m,n;z) gaan naar oneindig als m+n naar

ndig gaat.
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|s: Voor alle R met O < R < = bestaat er een natuurlijk getal
I(R) zodat de nulpunten van 1F](-m;—m—n;—z) liggen in het gebied
» R voor m+n > M. Dit volgt uit lemma 3.3.

mpliceert dat voor m+n > M(R) de polen van E(m,n;z) liggen in

* R.

R willekeurig volgt de stelling.

de volgende drie gevallen zullen we hier aantonen dat een rij

Z

132) in |z| < R (0 < R < ) uniform naar e* convergeert voor

- 003

a) n>m
b) m begrensd, n willekeurig

c) n vast, m willekeurig.

wvat als bijzonder geval convergentie van de diagonaalelementen
#k (k = 0,1,2,...) uit de Padé-tafel (Voor i.h.b. n=m zie §lL)

impliceert o.a. rijconvergentie (m = constant) in de Padé-tafel.

s a): Dit is een direct gevolg van:

ing 3.2. 7Zij f(z) analytisch in z = 0, meromorf in het complexe

en laat R(m,n;z) een rij van Padé-approximanten van f(z)

met n > m. Als A een willekeurige compacte verzameling is, z6

€én van de polen van f(z) en géén van de limietpunten van de polen
R(m,n3;z) in A liggen, dan convergeert R(m,n;z) uniform naar

op A als (m+n) naar oneindig gaat.

bewijs zie [2]).

voor dit speciale geval nl.: f(z) = e?, R(m,n;z) = E(m,n;z) en

z| ]z, < R}.
telling 3.1. blijkt dat alleen » limietpunt van de polen van
;z) 1s, zodat aan alle voorwaarden van stelling 3.2. voldaan is.

Pn(Z)

s b): Zij m < M en schrijf E(m,n;z) = E;T;y .

ssen van (1.2.30) geeft:




Z _ k
1) e Qm(z) - Pn(z) = z dkz met
=m+n+1
k
a, = 'ZO 2 Cp_j (vergelijk 1.L4.)

dJ
= ] -
¢, =37 . 1= 0,1,2,...
\r qj = 0 voor j > m mogen we schrijven:

If
.2) d = q. c. .
j=o J k_J

_ (=1 mme)e. . (moje) .
3) 95 = (m+n) -~ (m+n—j{]l-l‘l'§ , dus fas[ <1 (zie

2) en (3.3) samen leveren de ongelijkheid:

m M
k< (k-m)! — (k-M)!

|d voor k > M,

]dkli_M voor k < M.

r m+tn voldoende groot geldt nu:

(e} k (e}
leq(z) -P(2)] < ] Ja 2] <M ] |
Qm n k=m+n+1 k T k=m+n+1

. laatste gaat naar 0 als m+n - », m < M en |z| < R.

iclusie:
lim 2 Pn(Z)
L) $+2—>; lQ,(z) {e —Q—nm}l = 0.

.Jkens lemma 3.3. bestaat er een natuurlijk getal M. zodat

0
z) ¥ 0 op |z| <R als m+n > M-
lim ”
ultaat: mtnse |e” - E(m,n;z)| = 0 voor |z| < R.

m < M
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is c¢): Om aan te tonen dat bij vaste n en |z| < R

zZ . ..
E(m,n3z) = e” 1is, bewijzen we onder dezelfde voorwaard

i) lim P (z)

lim .F.(-n;-m-n;z) = 1,
<o m,n 11

m->co

lim 1F1(—m;—m—n;—z) = e 2,
m->oo

ii) iiﬁ Qm’n(Z)

sewijs van i) volgt direct uit (2.5).

L) te bewijzen maken we gebruik van de gelijkheid
z
) 1Fqe(-ps-a3-2) = F (-p-1;-q3-2) * g 11 (P

loor uitschrijven van linker- en rechterlid eenvoudig t

ervanging van p en q door resp. m en (m+n) geeft:

Z o
(7q (msmmens=z) = Fy (cn-t5omens-z) + =22 F

en lim 1F1(—m;—m-n;—z) = lim iF1(—m-1;-m—n;—z).

m-> m->co

)roces n maal herhalen leidt tot:

lim 1F1(-m;-m-n;—z) = lim 1F1(—m-n;—m—n;--z) =

m->oo m->o
voor

lim P (z)

taat: m>e
n vast 5l e
|z | <R

wordt bewezen dat de polen van E(n,n;z) in het rechte

n. Ehle heeft hetzelfde bewezen voor E(n+1,n;z). Door

emma 3.2 (hier op halve cirkel!) volgt dan dat de pole
3z) voor alle m en n met m< n-1 in het rechterhalfvlak

eze polen heeft van Rossum nog bewezen dat ze enkelvou

£30).

, (psq

.fiérer

‘n-13-2

lak

sing

jn.
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De diagonaal uit de Padé-tafel van e’

deze paragraaf zal aangetoond worden dat de polen van E(n,n;z) in

t rechterhalfvlak liggen en dat |E(n,n3;z)| < 1 in het linkerhalf-
ak. Verder zal voor het verschil e? - E(n,n;z) bij vaste z en n naar
2indig een asymptotische benadering gegeven worden.

artoe bewijzen we eerst het volgende lemma:

ma L4.1.
I 1(-2/2)
z _ . = (_1\2 z _ntp
e” - E(n,n;z) = (-1)" me K, 43 (-2/2)

5 Iv(z) en Kv(Z) de gemodificeerde Besselfunkties.

7ijs: uit (2.2), (2.3), (2.4) en het feit dat
])(1) = (-1 ;! (j?n) voor j = n,n+1,...,n+m kan de volgende be-

:kking afgeleid worden:

ez{(2n)! - (en-1)! (?) z + + (=1)% n! (2) !
- {(en)t + (20-1)! (D) 2z + oo+ nt (D) 2" =

sruit volgt:

—
(]
N
I
=
—
S
v
ja
N
I
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toepa an de formules
28 (B1-t)® gt = (nt1) F,(n+1;2n+2;2)
€ T(2n+2) "1 1 » 3275
+ __1
(n+15204252) = 2% n(me3/2) 22 1 (2/2) en
2
_ - n+1

%(2/2) = 1i(-1) In+%(—z/2).
zijn - ] resp. de formules (13.2.1), (13.6.6) en (9.6.30))
t dat

. +1
st 1 0 (=122 gy PP (ne3/2)e? 21 L1(-z/2)
e”* t7(1-t)" at = — n+? .
z~ 2 I'(2n+2)
uik mal an de betrekking voor de I'-funktie
1
) nt2) = 12,277 r(n41).T(n+3/2)
gen we
1
) 28 B(ot)® at = i(=1)® Vo T(n+1)z 2 &2/2 I_,a(-2/2).
2

>udig 1 ijzen, b.v. door de vergelijking van co&ffici&nten van
:r- en arlid, is de geliJjkheid

o) = (=2)" e
) \-n;-2nj-z) = (en)(2n=1). . . (nr17 2Fol-msm*1sg).
de vol formules zie [L4] - (13.1.10), (13.1.29) en (13.6.24):

. +n+

.-n§n+1;—-%) =z 0 ! U(n+1,2n+2;2)

-1,2n+232z) = 1 2 e%(2z)
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4) en (4.5) samen geven

.
i(=1)" 772 zn+% e-z/2

O\
~

1F](--n;—2n;--z) = K 1(-2z/2]

~ (2n)(2n-1)...(n+1) n+3

2indelijk resultaat als gevolg van (4.1), (L4.3) en (4.5) is dan

Z

I .1 (-2/2)
7) e” - E(n,n3z) = (-1)" z nH} TREC

T e ’
Kn+% (—Z/2)

rmee lemma L4.1. bewezen is.

srking 4.1: Het linkerlid van (L4.7) is een &énwaardige funktie in
gehele z-vlak, wat de Bessel funkties In+%(z) en Kn+%(z) niet ziJjr
zijn namelijk gedefinieerd voor |arg z| < m. Daar echter

%(z) = V/2.f(z) en Kn+%(z) = Vz.k(z) met £(z) en k(z) meromorfe
jaardige funkties in het gehele z-vlak,volgt onmiddellijk dat het
;iént In+%(z)/Kn+%(z) ook een &énwaardige funktie in het gehele

Lak is.

ling 4.1. De polen van E(n,n;z) liggen in het rechterhalfvlak.

.js: Uit (L4.7) volgt dat de polen van E(n,n;z) overeenkomen met de
sunten van Kn+%(-z/2). Nu heeft G.N. Watson van Kn+%(-z) bewezen

» A treatise on the theory of Becsel-functions, pag. 513) dat
i(—z) precies n enkelvoudige nulpunten heeft in het rechterhalf-

.. M.a.v. E(n,n;z) heeft n enkelvoudige polen in het rechterhalfvla

rking 4.2 De ligging van de nulpunten
van Kn+%(-z) is bekend. Zij
liggen aan een curve (zie
fig. L.1.), die gaat door

+ i(n+3) en 0,663 (n+}).

0,6(n+3)

fig. L.1.
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gevolg van stelling 4.1. is:

ling L.2. E(n,n;z) is een analytische funktie in het linker-
vliak.

ling 4.3. Voor Re z < 0 geldt |E(n,n;z)| < 1.

js: Zzij Pn(z) =ajtazt... 4 anzn een polynoom met 8 reéel

0,1,...,n) en a 4 0. Dan geldt:

o B (i)
9 B ey
e Pn(z) I
27) lim |=—=———] =1, want
2o |Pa-2)

. 2 .3 L
- - +
ao + a1ly a2y a.31y auy + ...

. 2 .. 3 L
- - + + + ...
ag ~— a1y - ay a,iy a)y

2 L . 3
- + - .ue - .
_ “(ao 8,y 8,y ) + 1(a1y a3y + ) )
- 2 L . 3 "
, (ao -ay + 8y - i) = 1(a1y - ay + ...)
A + B.
= | = 1 en
A - B.
i
a a
B g <1
P (z) n 2 n
. n . z
| }1m P (-z) = | Tlm 5 5 = 1.
Z [0 n Z | 0 n-1 n-1 n
- +(=1) e (=1) a
pA
P (z)
E(n,n;z) 4 met P (z) = _F, (-nj-2n3z). (zie 2.5).
(-z) n, 11

ing 4.2., (4.9), (4.8) en het maximum principe tezamen leveren
telling 4.3.

aatste leiden we een asymptotische benadering af voor het verschil

E(n,n3z) bij vaste z en n > . Deze is eenvoudig te berekenen m.b.v.
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nptotische benaderingen onder dezelfde voorwaarde voor
1(‘2/2)-
° Iv(z) en Kv(z) geldt:

(z/2) 1 T'(v)
I (Z) ~ s K (Z) ~ 2 e
v T(v+1) v (2/2)"
als gevolg:
Iv(z) ~ 5 (Z/2)2v
Kv(z) S T(v).T(v+1)
rang v door (n+3) en z door - z/2, dan
o) I41(-2/2) . _ ,on+ i
_ n+
Kaey(=2/2) 0 2% 104y 1(ne3/2)
2n+1
= z (gebruik
228 /o [ on+2)
12 4.1. en (L.10) leveren tenslotte
2n+1
1) e? - E(n,n3z) ~ (-1)n+1./n.ez. 5 z
2<% (2n+1)!

''n > © en z vast.

(k.11) blijkt dat E(n,n;z) een betere benadering van e

ieelsom van de Tayloreeks, want

2 Ei ”

2
~ Const. 2°%(e? - E(n,n3z)) voor

[}
N
]
Il o~

]
j=0 Y

-z/2) en

lan de

en z vast.




)

-0

1 1 k] 1 ¥ 1 1 L] L) 1 L k] 1 1 v L 1
N - 4
I~ -1

n=6
n=3
— .
n=L

L ) L ) L | b ! | I S | ' | .

1 2 3 4 S fig. B2. 7 8 9 10

In fig. 4.2. zijn de grafieken y = x en y = 1n (E(n,n;z)) getekend
voor n = 3,4,5,6. E(3,3;z) en E(5,5;z) hebben elk een pool bij 4,6
resp. T,3. Kn+%(~z) heeft nl. &én re8el nulpunt Voor oneven n en geen

re€el nulpunt voor even n.
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Continue benaderingen voor de blokfunktie

[5] heeft Van de Riet m.b.v. Padé-approximaties van e’ een contin

nradering besproken van de blokfunktie

t o<1
1.

VoA

0
t

artoe verving Van de Riet in de Laplace getransformeerde van f, te

sen
1 - o8
2) F(s) = LI£(t)] = ———S—?-—

exponentiéle funktie door de diagonaalelementen van de Padé-tafel
1 €% en definieerde
1 - E(n,n3-s)

.3) Fn(S) = 5 g en

R
0 L [Fn(s)].

=
~
H
+
I

deze paragraaf zullen we een asymptotische formule geven voor de
ktie f(t) - fn(t) voor grote waarden van n.

s belangrijkste resultaat is
5) £(t) - £_(t) = O(expl-3,34(n+3) "/ 3(£=1)1/(n+3)?/3)

rn > oo, £t > 1,

rijs van (5.5): uit (5.3) en (5.4) volgt

c+ic -S
1 J est & -Eén,n,—s)}ds

6) £(t) - £ (¢) = i .
c-ic

substitutie van (L4.7) in (5.6) levert

v(_1)n+1 Jc+1oo e2s(t—1) I

c—1c S Kn+

T) £f(t) - £(t) =

n 21
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ategratieweg mag, gelet op het asymptotisch gedrag en de analytisc!

aschappen van In+%(s)/Kn+%(s), te weten

) In+%(s)
lim K 5) =0 en
s+0 5 n+l

s) P (-1/s)
-2 n 2s n+1 e
o { Pn(T/s) e+ (=1)" '} met Pn(s) een n- graads polynoom

ingen worden door een gesloten contour y, die bestaat uit

iR de imaginaire as en de cirkel-

/ (n+3) boog {s ||s| = R, Re s < 0}.
b4i(n+3 . .
/>// 7. 2 (zie fig. 5.1.)

In fig. 5.1. stellen zi, Ei

(i = 1,2,...) de nulpunten

van K__1(z) voor, die zo geor-
n+3

0 dend kunnen worden dat

Re z1 > Re 22 > ... . De nul-

punten zijn enkelvoudig (zie

het bewijs stelling L4.1.).

5.1.

rschilfunktie f£(t) - fn(t) is dus gelijk aan de som van de n
luen in Z:s Ei' Voor een asymptotische formule is alleen de bij-
z

».van z, en van betekenis.

1 1

wven daarom eerst een benadering voor z, voor grote waarden van

1
a de relatie

= 1.3
Kv(z) = 37l e
n de nulpunten van K, (z) gevonden worden via de nulpunten
(1)

v

s J =1,2,... van H . Hiervan is bekend




r grot

10)

v
Jjgen w

11)

is z
(5.11)

teert
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. ~vz(z) met ¢ = e_2ﬂ1/3v_2/3

.. .e
a., waarbi] a. het
)5 d J’ J 8 J

nulpunt van de Airy-funktie Ai(z) is; a,

is reéel en negatief.

, ¢ klein en z(z) is dan gelijk aan

_1/3; P 2_1/3c2 = ;3 + ;h 0(1) (zie

g) = 1-2 10 700

t van Kv(z). Door toepassen van (5.8), (5.9) en (5.10)

-dmi, | p-1/3 -emi/3 -2/3 v H3yy o

. .+ 0
'sd J (
-1/3 e—1/6ﬂiv1/3 aj -

14

-iv + 2

-0,688 lajl v1/3 + i(-v + O,397v1/3 |ajl).

lpunt van Kn+1(z) met het grootste reé€le deel, zodat
2

n J = 1 interessant is met a, = -2,338, hetgeen re-

1/3

~ =1,62(n+3}) + i{-n-3+0,928 (n+%)1/3} voor n + o,

I (s)
v .
X (s) , dan 1s
5% 2z, (t-1)
e Iv(z1)
s g(s) = 2mi.lim (s—z1).g(s) = 27i
t
24 s>z, z, Kv(z])
(z,) = e 2™y (42) =
21 v 12y
1.2 _ _ .
= ¢ 2’ Jv(v + v1/3.i2 1/3e 1/67”'8.1) =
- e 1/3 )
= 2VT1 {Ai(—i e 1/67Tla1). 21/3 + O(\) 1)} =
v
=0 (v_1/3) voor v - «. (zie [7] pag. 76)
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l .
Ks(z1) = %ﬂi eevﬂl %; Hi1)(iz)lz = z1 waarva
g'."H“)(:'LZ) = J'(iz,) + iY'(iz,) ~
dz v Iz =z, v 1 v 1
€ ! ¢ . 1 ! Co
;575 Ai(9) + ;ﬂ7§ Ai(e) + v2/3 Bi(B) + :ﬂ7§‘

vV>oo, § o= ia1 e-ﬁ/anl en c, enc, constanten.

vattend hebben we voor v - = aangetoond

) I,(z,)

1]
z1 Kv (21)

= o(v V3.0 373y 2 (723,

Lfde is te bewijzen voor 21 en met (5.7), (5.12), (5.1

>n we dan

+1 /3, .
) (b)) - £ (1) ~omdlz) 5 -3,34(n+]) 3(e-

n 2i -2

1,1/3
£(t) - £ (¢) = O(f_—7i777; e3:34(a+) o(¢-1))
n+s

> 1 enn > o,
3.16) kunnen we concluderen dat voor t > 1 fn(t) een bi

benadering van f(t) is. Analoge resultaten voor O <t

toe niet gevonden.

= O(v_2/3)

(5.15)

of

!iJZ‘
N
W~

i

:r

Jjn
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